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Tóm tắt
Chúng tôi đưa ra một chứng minh đơn giản về sự không tồn tại nghiệm dương của bất đẳng thức parabolic ut −∆u ≥ up

trong không gian Rn ×R. Chứng minh của chúng tôi dựa trên một lập luận mới về nguyên lý cực đại.

Từ khóa: Kết quả Fujita; định lý kiểu Liouville; bất đẳng thức parabolic.

Abstract
We put forward a simple proof of the nonexistence of positive solutions of a parabolic inequality ut −∆u ≥ up in Rn ×R.
Our proof is based on a new argument of maximum principle.

Keywords: Fujita result, Liouville-type theorem; parabolic inequality.

1. Mở đầu

Chúng tôi nghiên cứu định lý kiểu Liouville
cho nghiệm cổ điển của bất đẳng thức parabolic

ut −∆u ≥ up , (1)

trong không gian RN ×R. Số mũ p được xét ở đây
là số mũ thực tùy ý. Bất đẳng thức (1) đã được
nghiên cứu rộng rãi và được xem là một trong
những bài toán cơ bản nhất của phương trình đạo
hàm riêng phi tuyến, xem [1, 2, 3, 4].

Định lý kiểu Liouville cho bài toán parabolic
là sự không tồn tại nghiệm không tầm thường

trong toàn bộ không gian RN ×R hoặc nửa không
gian RN ×R+. Trong những năm gần đây, định lý
kiểu Liouville trở thành một trong những công
cụ quan trọng để nghiên cứu các bài toán biên và
các bài toán giá trị ban đầu của phương trình đạo
hàm riêng phi tuyến, bởi vì rất nhiều tính chất
định tính của nghiệm là hệ quả của định lý kiểu
Liouville (xem [5]).

Đối với bài toán (1), kết quả Fujita khẳng
định sự không tồn tại nghiệm không tầm thường
trên nửa không gian RN ×R+ với điều kiện số mũ
1 < p ≤ N+2

N , xem [1] và [2, 6, 7, 8]. Kết quả
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trên chứng minh sự không tồn tại nghiệm không
âm không tầm thường của bài toán (1) trong toàn
không gian RN ×R với điều kiện 1 < p ≤ N+2

N .
Khi p > N+2

N , kết quả trong [9, Example 1] chỉ ra
rằng hàm số

u(x, t ) =
{

kt−
1

p−1 exp(−γ1+|x|2
t ) t > 0, x ∈RN ,

0 t ≤ 0, x ∈RN

(2)
là một nghiệm không âm không tầm thường của
(1) trong RN ×R, với k và γ là các hằng số được
chọn sao cho

1
2N (p−1) < γ≤ 1

4 ,

0 < k ≤
(
2Nγ− 1

p−1

) 1
p−1

.

Khi p = 1, dễ thấy rằng hàm số u(x, t ) = e t là
một nghiệm dương của (1) trong RN ×R. Ngoài
ra, khi 0 < p < 1, hàm số

u(x, t ) =
{

t
1

1−p nếu t > 0,

0 nếu t ≤ 0
(3)

là một nghiệm không âm không tầm thường của
(1) trong RN ×R. Từ đây, ta có định lý Liouville
tối ưu cho nghiệm không âm của bài toán (1)
như sau.

Định lý A. Giả sử p > 0, khi đó bài toán (1)
không có nghiệm không âm không tầm thường
trong RN ×R nếu và chỉ nếu 1 < p ≤ N+2

N .

Chú ý rằng kết quả Liouville cho nghiệm
dương khác biệt so với nghiệm không âm. Ta thấy
nghiệm được xây dựng ở (3) (tương ứng ở (2))
cho trường hợp p ∈ (0,1) (tương ứng p > N+2

N )
có không điểm khi t ≤ 0. Một câu hỏi tự nhiên
đặt ra là có tồn tại hay không nghiệm dương của
bài toán (1) trong trường hợp p ∈ (−∞,1) hoặc
p > N+2

N . Trong bài báo này chúng tôi đưa ra câu
trả lời cho trường hợp p ∈ (−∞,1). Kết quả chính
của chúng tôi như sau.

Định lý 1. Bài toán (1) không có nghiệm dương
trong RN ×R nếu p < 1.

Dựa vào kết quả của Định lý 1 và Định lý A,
ta thu được kết quả về sự không tồn tại nghiệm

dương của bài toán (1) trong RN ×R với điều kiện
của số mũ là

p ∈ (−∞,1)∪ (1, (N +2)/N ].

Sau đây ta sẽ đi vào chứng minh Định lý 1.

2. Chứng minh Định lý 1

Giả sử phản chứng rằng bài toán (1) có
nghiệm dương u trong RN ×R.

Đặt z := u−1, khi đó bài toán (1) trở thành

−zt +∆z −2
|∇z|2

z
≥ z2−p . (4)

Chọn φ ∈ C∞
c (RN ×R) là hàm cut-off thỏa mãn

φ= 1 trên tập
{
(x, t ) : |x|2 +|t | ≤ 1

}
và φ= 0 trên{

(x, t ) : |x|2 +|t | > 2
}

. Với mỗi R > 0, ta đặt{
φR (x, t ) =φm

(
x/R, t/R2

)
,

zR (x, t ) = z(x, t )φR (x, t ),

với m > 0 sẽ được chọn phù hợp. Dễ thấy rằng

|∂tφR | ≤ C

R2
φ

m−1
m

R và |∆φR | ≤ C

R2
φ

m−2
m

R . (5)

Do giá của hàm zR là compact, nên tồn tại
(xR , tR ) ∈RN ×R sao cho

zR (xR , tR ) = max
RN×R

zR (x, t ).

Theo tính chất cực trị địa phương, tại điểm
(xR , tR ) ta có 

∂t zR = 0,

∇zR = 0,

∆zR ≤ 0.

Ta suy ra được rằng

zt =−z∂tφR

φR
,∇z =−z∇φR

φR
(6)

và
− (2∇z.∇φR + z∆φR )

φR
≥∆z (7)

tại (xR , tR ). Bằng cách thay thế (6) và (7) vào
trong (4), tại điểm (xR , tR ) ta có

z∂tφR

φR
− (2∇z.∇φR + z∆φR )

φR
+2

∇z

z
.
z∇φR

φR
≥ z2−p .
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Điều này tương đương với

z∂tφR − z∆φR ≥ z2−pφR (8)

tại (xR , tR ). Kết hợp (5) với (8), ta suy ra tại điểm
(xR , tR ) rằng

z2−pφR ≤ C

R2
z
(
φ

m−1
m

R +φ
m−2

m
R

)
≤ C

R2
zφ

m−2
m

R . (9)

Chọn m = 2
1−p , khi đó (9) trở thành

z2−pφ
2−p
R ≤ C

R2
zφR (10)

tại (xR , tR ). Do đó,

z1−p
R (xR , tR ) ≤ C

R2
. (11)

Cho R →∞ trong (11) và chú ý 1−p > 0, ta có

zR (xR , tR ) → 0 khi R →∞.

Vì zR (xR , tR ) → sup
RN×R

z khi R →∞, ta suy ra rằng

sup
RN×R

z = 0.

Điều này mâu thuẫn với z > 0. Định lý được
chứng minh.
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